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Das Kastenmodell als Grundlage
fiir ein ab initio Verfahren

I1. Berechnung der Integrale

ERNST-ALBRECHT REINSCH

Institut fiir theoretische Chemie der Johann Wolfgang Goethe-Universitit in Frankfurt am Main
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The Box Model as a Basis for an ab initio Procedure
I1. Evaluation of the Integrals
It is shown how the integrals occurring in the final expressions of part I can be solved.

Es werden Losungswege fiir die Integrale, die in den Endausdriicken des ersten Teils dieser Arbeit
auftraten, angegeben.

1. Einleitung

Im ersten Teil dieser Reihe {11 wurde ein Verfahren zur Berechnung der
Gesamtenergie von Molekiilen skizziert, das auf einer Stérungsrechnung fiir freie
Teilchen basiert. Unter Verwendung des Formalismus von Brueckner und
Goldstone wurden die Ausdriicke fiir die Terme einschlieBlich derjenigen dritter
Ordnung hergeleitet. In ihnen traten Integrale auf, deren Losung noch aussteht,
wenn man Rechnungen fiir Probesysteme durchfithren will. In diesem zweiten
Teil soll gezeigt werden, welche Wege zu ihren Berechnungen eingeschlagen
werden konnen.

Im einzelnen handelt es sich dabei um

a) j BZ dk mit ky =k, +n, (1)

das im Beitrag des Graphen V2 auftritt,

— B,
b) fz—jj U —k)? K-k K-k dk, dk, 2
und B
-2 kzz *kf;‘dk dky  mith, =k +nundky=k,+n, ()

die beide im Beitrag fiir V;Z Vg(a) erscheinen,

1 B,(B, — B;)

R N

dkl dkz l‘l’lit k3 = kl + n (4)

! Die Bedeutung dieser Bezeichnungen findet man in Teil L
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aus dem Ausdruck? fiir V¢ Vy(b) und
B, n B, " 3
(K3 —~kiy(k3—k7) (K —k(K3—k3) — (kf —K3) (k3 — k3)
mit k;, =k, ky=k+n, und k;=k+n,

dk
(5)

d S,= 5

im Beitrag fiir V3.
Dabei ist n (bzw. n;) immer Gittervektor im reziproken Gitter und die Inte-
grationsgrenzen sind durch die
U fiir k=1
0 fiir Jkl>1

gegeben. Die Faktoren 1/2 in (1) und (2) wurden aus Bequemlichkeit gewihlt.

2. Die Integrale .#, und .#
Explizit geschrieben lautet das Integral .#,

_ f dk, 1 j. dk,
2 ks =1 klz_(k1+n)2 2 lky +nj1 k%—(k1+n)2 .
[ky+n|>1 lky]>1

Substituiert man im zweiten Term k— — k — n, so erkennt man, daf} beide Terme
bis auf das Vorzeichen gleich sind, und erhilt

i dk
Ks1 k2 —(k+mn)* -

lk+nj>1

Sy =

Der Wert dieses Integrals ist unabhédngig von der Richtung des Vektors n.
Man legt deshalb das Koordinatensystem am einfachsten so, daB n in Richtung
der negativen z-Achse weist. Die Komponenten von k seien x, y und z und die
von 1, 0,0, —a (a=|n|>0). Der Integrand lautet dann

1 1
a 2z—a

und der Integrationsbereich umfallt wegen |k| <1 das Innere der Einheitskugel.
Ist a < 2,s0o mufl daraus noch wegen |k + n| > 1 das Innere einer Kugel mit Radius 1,
deren Mittelpunkt um a in Richtung der positiven z-Achse verschoben ist, heraus-
geschnitten werden (Fig. 1).

Der Ubergang zu Zylinderkoordinaten und Integration iiber ¢ liefert, mit
u=r?* als neuer Integrationsvariablen,

b4 dudz
f1=7j.

2z—a

% Aus Griinden der ZweckmiBigkeit wurde die Benennung der Integrationsvariablen k, und k,
gegeniiber GL. (37) von Teil I vertauscht.
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Fig. 1. Integrationsbereich fiir y=0 von %, bei a <2

Die Integration iiber u geht im Fall von a>2 von 0 bis 1 — z2. Im Fall von a<2

gilt dies nur fiir z < a— 1, wihrend fiir z> a — 1 die untere Grenze 1 — (z — a)? ist.
Die Integration iiber u ergibt im Fall a =2

T +1 1_22
;_jl 2z—a dz
und im Fall a<?2
s a—1 1_22 af2
- —§1 5 di-m | dz

Das Resultat der Quadratur hat in beiden Fillen die gleiche Form, ndmlich

T (4—a° 2—a
fl(a):z( 1 | —a)

6
4 . 24a ©)
Das Integral .#; 148t sich leicht auf #, zuriickfiihren. Es gilt
7 Bl - BZ 2 2
BAOERY] p e dk,y =497(m) (ky=k, +n). N
1 2

3. Die Integrale .4, und .#,
Der Lésungsweg ist im Prinzip fiir beide Integrale der gleiche, so dal} sie
gemeinsam behandelt werden sollen. .#, fiihrt auf k-Integrale der Form
1 i 1
dk, dk, .
] (ky —ky)? ki—(ky+n) kG —(ky+n)? 1
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Der Integrationsbereich besteht aus vier Zonen:

Zone lky| |k, + 1l k4l lky + 1 Vorzeichen des
Integranden

1) <t >1 st >1 positiv

2) >1 =1 >1 <1 positiv

3) =<1 >1 >1 <1 negativ

4) >1 <1 =1 >1 negativ

Fiithrt man in dem Integral iiber die Zone (2) die Transformation k;, - — k, —n,
k,— —k, —n durch, so wird es gleich dem iiber (1). Transformiert man weiter
in (3) mit k,—~ — k, — nund in (4) mit k;, -» — k, — n, so ergeben sich ebenfalls zwei
gleiche Ausdriicke. Insgesamt wird

F,(a) ®)
j t, 1 dk, dk,
kb ikazs L0 =k (ky+ky+n)? | [k — (ky + 0?1 [k — (ky+n)*]

lky+n), fkatn|>1

Das Integral .#5 ist von der Form

1 dk, dk,
+ §
T (kg —ky) [k — (e + )]

mit den Grenzen |k} £ 1, |k; +n|>1 bei positivem Vorzeichen des Integranden
und |k,1>1, |k; + 1| <1 bei negativem Vorzeichen. Fiir k, gilt in beiden Fillen
lk,| £1. Das Integral iiber den zweiten Bereich kann durch k, —» —k; —n in eines
iiber den ersten Bereich transformiert werden; insgesamt ergibt sich

5 1 B 1 dk, dk,
TARISES! (ky — kz)z (ky +ky+ ")2 [kf —(ky + n)2]2 .

Jki+n]>1

F(a)=

O

Wie bei der Berechnung von .#; kann man das Koordinatensystem so wihlen,
daBl n in die negative z-Richtung weist. Die Komponenten des Vektors k; seien
X1, V1, 2y, die von k, bzw k, x,, y,, z, und die von n wie zuvor. Da beide Integrale
rotationssymmetrisch sind, geht man auch hier zweckméBigerweise zu Zylinder-
koordinaten iiber. Die rechten Seiten in Gl. (8) und (9) nehmen dann die Form

2n 2n d¢ d¢
Z,,2,)dry.dz 17r2
rjl rj;g( 1 22)dn 2! g r12+7’§$27’172003(¢1“¢2)+f(z1,22)

an und ergeben nach Ausfithrung der ¢,, ¢,-Integration

j‘ j‘ 47172g(21,22)
v VI +73+ f(z, 291 — 4213

z1 zZa

dr1 de.
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Man transformiert nun wieder x =r? und y =rZ und erhilt
a) fiir das Integral .#,

n 1
“*_E‘AJ{aa—uuk,—mde@
1 1
' + dxd }
3[]; VIx+y+@E -z —4xy  Vix+y+(z+2,— P —4xy Y
und
b) fiir 4,
n? 1 i
fS(a): ?I J‘ {"(2—21—_352— le de
1 1
' - dxd }
j»j VIt vtz 0 4y Vixtyt @t om-ar P 4yl

Der Integrationsbereich fiir k, ist der gleiche wie fiir k in .#,. Dasselbe gilt fiir
k, in .#,, wihrend er fiir k, in #; einfach das Innere der Einheitskugel ist. Die
obere Integrationsgrenze fiir x ist dann 1 — z? und die fiir y 1 — zZ. Die unteren
Grenzen hédngen in der gleichen Weise wie digjenigen fiir u bei %, vom Wert des
betreffenden z; und von a ab. Eine Ausnahme gilt fiir y in #;: hier ist die untere
Grenze stets Null.

Zu l6sen ist nun als nichstes das Integral iiber die Variablen x und y

1-z2 I]‘Z% dx dy
x=G1lz1) y=Galz2) ]/[x +y+ [z, 2,)]* — 4xy

wobei G; je nachdem 0 oder 1 —(z; — a)? ist. Das Resultat ist

fen )+ -5+ W(l—z1,1-123)
f(21,25) + Golzy) — 1+ 2 + W(1 — 27, G4 (2,))

(1—z)In

flzy,2)— 23+ 23+ Wl — 23,1 —23)
(21, 22) + Gy (z) — 1 + 22 + W(G,(z), 1 — z3)

+(—22)n
f(21, 25) + G(25) — Gy (z1) + W(Gy, G)
f(z1,2)+ 1 — 23 — Gy (z,) + W(G,, 1 — 23)

Sz, 25)— Gz(Zz) + Gy(z1) + W(Gy, Gy)
flzy,25) + 1= 2 — G,(z,) + Wl — 21, G)

Gy(z1) In

G,(z,) In

+3 [W(l Z1a Z%) - W(G1(21)a 1- Z%)_ w1 — Z%a G1(2,))

+ W(G,(z,), G,(z2))],
wobei

W(A, B)=1/f%(z;, 2,) + 2f (21, 2,) - (A + B)+ (A — B)* .
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Fig. 2. Ergebnisse der Rechnung fiir %, — %,

Die Integrationen iiber die Variablen z, und z, sind nur noch numerisch
durchzufiihren. Sie sind sehr umstédndlich, weil der Integrand fiir bestimmte Kur-
ven in dem zweidimensionalen Integrationsbereich logarithmische Unstetigkeiten
aufweist und nicht ohne weiteres die Anwendung eines numerischen Verfahrens
zuldBt. Man muB vielmehr zunéchst geeignete logarithmische Terme abspalten,
diese dann analytisch integrieren und das Resultat nach der numerischen Integra-
tion des Restes wieder addieren. Dabei werden cine Reihe von langwierigen
Grenziibergingen notig. Die Einzelheiten sind aber in diesem Zusammenhang
ohne Interesse und konnen deshalb hier iibergangen werden.

In der Summe der Beitriige fiir die beiden V} Vy-Graphen tritt nur %, — %,
auf. Fiir alle weiteren Zwecke ist daher lediglich die Kenntnis dieser Differenz
notwendig. Sie hdngt von nur einer GroBe, nimlich a = |n| ab und kann deshalb
ein fiir alle Mal berechnet werden. Das Resultat der numerischen Rechnung ist
in Fig. 2 enthalten?.

4. Das Integral ./,

Hier existieren acht Integrationsbereiche, je nachdem, ob der Betrag von k;,
k,, k5 groBer oder kleiner als 1 ist. Da der Integrand Null wird, wenn alle drei k;
gleichzeitig groBer oder kleiner als 1 sind, verbleiben nur sechs Zonen.

Fiir den Fall |k,|£1 und |k,|, |ks| > 1 ist nur der erste Summand in Gl (5)
von Null verschieden und es tritt somit das Integral

dk
sl )= mjgl [K? — (k+ 1)) "] [K* — (k+n,)]

lk+ng>1

3 Es wurde das Integrations-Verfahren von Bulirsch und Stoer [2] angewendet, das nur wenig
Stiitzstellen bendtigt und sehr schnell konvergiert.



296 E.-A. Reinsch:

auf. Fiir die beiden Fille — nur |k,| bzw. |k;] <1 — fiihrt die Transformation
k—k—n, bzw. k—»k —n, auf

Is(ny, —ny, —ny) bzw. F(—n,,n —n,).

Fiir den Fall |k,| > 1, |k, |, |k;] = 1 bleiben im Integranden von .#, nur der erste
und dritte Term stehen; sie konnen noch zu

1

T kT P L+ no) — (k+m ]

zusammengefaBt werden. Das zugehorige Integral lautet nach dem Ubergang
k—k—n,/2

jG (nlz nZ)

-]

e e R e R

lkti’zi|§1

Die zwei noch fehlenden Fille — jeweils nur |k, | bzw. k3| > 1 — lassen sich auf
die gleiche Weise wie bei 5 in

Ig(—ny,n —ny) bzw.  Fg(n,—ny, —ny)
transformieren. Damit wird

F4(ny, ny) = Is(ng, ny) + Is(ny — ny, —ny)+ Is(—ny, my —1,)

— Iy, ny) — Iy —ny, —ny) — Fg(—ngmy —ny).

Der Beitrag des Graphen Vi [vgl. Gl (32) in I] ist

64 11 1
- m nhzms(_ ny) S(ny —ny) S(ny) n—f ‘ﬁ%— W Fulng,ny). (10)

Man kann nun durch cyclische Vertauschung der GréBen — ny, ny — n,, n, zeigen,
 daB3 die drei #5-Terme in .#, jeweils den gleichen Beitrag liefern. Da fiir die
Ss-Terme dasselbe gilt, 148t sich .#, in GI. (10) durch

3(Ss —I6)
ersetzen.

Zur Berechnung von .#5 und % legt man das Koordinatensystem am besten
so, daB n, in Richtung der negativen z-Achse weist und n, in der xz-Ebene liegt.
Diese Vektoren sind dann durch folgende Parameter gegeben: n; durch —b, 0,
—c und n, durch 0, 0, —a. Mit der Abkiirzung m=1]/b>+¢* gilt

ij dxdydz
a’ (2z—a)(2bx +2cz—m?)

jS(aa b7 C) =
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Fig. 3. Beispiel fiir den Integrationsbereich von .#5 bei a, m <2 (Schnitt in der xz-Ebene)

R

Fig. 4. Beispiel fiir den Integrationsbereich von % (Schnitt in der xz-Ebene)

Der Integrationsbereich ist das Volumen innerhalb der Einheitskugel um den
Nullpunkt (4 in Fig. 3), aber auBerhalb der Einheitskugeln um die Punkte 0, 0, a
und b, 0, ¢ (B und C in Fig. 3).

Fiir #4 gilt
dxdydz
Jsla b, 0= (2bx +2cz —m? +ac) [2bx 4+ 2(c — a) z —m? + ac]
1 1 1
== 2az <2bx+2cz——m2+ac B 2bx+2(c—a)z—m2+ac)dXdde'

Hier erstreckt sich die Integration iiber den Bereich, der innerhalb der beiden
Einheitskugeln um 0, 0, + a/2, aber auBerhalb der Einheitskugel um b, 0, ¢ — a/2
liegt (vgl. Fig. 4). ¥, ist deshalb Null fiir alle a = 2.

Der Integrand selbst ist in beiden Féllen von y unabhéngig und die Integra-
tion liefert nur die Differenz der Grenzen, die je nach der Zone, in der z liegt, zu
wihlen sind, ndmlich Kreise um den Mittelpunkt 0, 0 oder 0, b. Die Integration
iiber z ist nur in den Bereichen von z, in denen der Integrationsbereich rotations-
symmetrisch beziiglich der z-Achse ist, analytisch moglich, anderenfalls muf3 auch
hier auf numerische Verfahren zuriickgegriffen werden.
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J5 und F¢ hingen im Gegensatz zu den fritheren Integralen von drei Parame-
tern ab. Eine Tabellierung kam deshalb hier nicht in Frage, sondern die Berech-
nung erfolgte einzeln. Dies ist moglich, da nur tiber maximal ejne Variable
numerisch zu integrieren ist.

5. Zusammenstellung der Terme

Die in der Stdrreihe fiir E/(Q/a) eingehenden Terme sind im ersten Teil [1]
abgeleitet worden und sollen nun nochmals der Ubersichtlichkeit halber zusam-
mengestellt werden. Beziiglich der Bedeutung der einzelnen Symbole wird auf die
entsprechenden Gleichungen hingewiesen.

a) Die Energie pro Elementarzelle ist in nullter und erster Ndherung

3m 1 Z, m dv' 3mk
—ki+—> Z; - — F 1
AT IIE TP VS ey it Ry N =
i#i', wenn j
die Basiszelle ist
[GL (L. 10, 11, 27)].
b) In zweiter Ndherung tritt hinzu
8 1
+ vy ; S(n) S(—n) o S+ Vi (12)
[GL (1. 29)].
¢) Die dritte Ndherung ist
64
T Omintky mznz S(—ny) S(ny —ny) S(ny) m [fs(”g”z)" Ty, ny) ]

)
8 1 4
i S0 St e {00 = 500 - LA + 2

[Gln. (I. 32, 34, 37)]. Die Terme V und V; lassen sich der Literatur entnehmen
[3,4].

Es bleibt schlieBlich die Frage, ob die Summen iiber die Gittervektoren endlich
bleiben.

a) Gl (12).

Die n-Summe im Diagramm V2 enthilt den Faktor n~* und das Integral .#,
das sich fiir groBe |n| wie 1/n? verhilt. Die Zahl der Gittervektoren in einer Kugel-
schale wiichst wie deren Oberfliche, d. h. mit n?. Der Beitrag einer solchen Kugel-
schale verhiilt sich also wie n? - n~*- n~ 2 = n~ % Derartige Summen bleiben endlich.

b) Gl (13) 2. Term.

Der Faktor ist n~* und die Integrale .#, bzw. #; verhalten sich ebenfalls wie
n~*4 so daB die Beitriige von Kugelschalen wie n~° gehen und endlich bleiben.

¢) Gl (13) 1. Term.

Hier tritt der Faktor n; 2 n5 2(n, — n,)~ 2 auf und die Integrale .#, verhalten sich
fiir groBe |n;] und |n,| wie n; *n; 2. Fiir die Doppelsumme gilt, daB der Beitrag

einer ,neuen® Kugelschale n, =n+4, n,=n+4 sich wie n"8.n°-n 2 =n">
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2
2

verhilt und damit ebenfalls endlich bleibt (n~® riihrt von den Faktoren n; n;
im Vorfaktor und in %, her, n® ist die Zahl der ,neuen® Punktpaare und n~
kommt aus dem Faktor 1/(n, —n,)~?, der bewirkt, daf§ die meisten der Punkt-
paare nur einen verschwindenden Beitrag liefern).

Damit sind die Grundlagen fiir Proberechnungen geschaffen. Die Ergebnisse
solcher Rechnungen fiir die einfachsten Systeme werden gesondert mitgeteilt
werden.

Die numerischen Integrationen wurden im Deutschen Rechenzentrum, Darmstadt, durchgefiihrt.

Ich mochte diesem Institut fiir die Moglichkeit hierzu danken. Die notwendigen finanziellen Mittel
stellte der Sonderforschungsbereich ,, Theoretische Chemie“ zur Verfiigung.

Literatur

1. Reinsch,E.A.: Theoret. chim. Acta (Berl.) 23, 155 (1971).

2. Bulirsch,R,, Stoer,J.: Numer. Math. 6, 413 (1964).

3. Gell-Mann, M., Brueckner, K. A.: Physic. Rev. 106, 364 (1957).
4. Carr,W.]J,, Maradudin, A.A.: Physic Rev. A 133, 371 (1964).

Dr. Ernst-Albrecht Reinsch
Institut fiir theoretische Chemie
Universitidt Frankfurt

D-6000 Frankfurt am Main
Robert-Mayer-Str. 11
Deutschland

21 Theoret. chim. Acta (Berl.) Vol. 24



