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The  B ox  Model  as a Basis for  an ab initio Procedure 

1I. Evaluation o f  the Integrals  

It is shown how the integrals occurring in the final expressions of part I can be solved. 

Es werden L6sungswege fiir die Integrale, die in den Endausdriicken des ersten Teils dieser Arbeit 
auftraten, angegeben. 

1. Einleitung 

I m  ersten Tell dieser Reihe [1] wurde  ein Verfahren zur Berechnung der 
Gesamtenerg ie  von Molekt i len skizziert, das auf  einer S t6rungsrechnung fiJr f i de  
Teilchen basiert. Unte r  Verwendung  des Fo rma l i smus  yon Brueckner  und 
Go lds tone  wurden  die Ausdrt icke f'fir die Te rme  einschlieBlich derjenigen dri t ter  
Ordnung  hergeleitet. In ihnen t raten Integrale  auf, deren L/~sung noch aussteht,  
wenn m a n  Rechnungen  ffir P robesys teme  durchfi ihren will. In diesem zweiten 
Tell soll gezeigt werden, welche Wege zu ihren Berechnungen eingeschlagen 
werden k6nnen.  

I m  einzelnen handel t  es sich dabei  um 

1 B 1 - -  B 2 
a) J l  = ~ ~ k 2 Z k~ dkl mit  k 2 = k I + n ,  (1) 

das im Beitrag des G r a p h e n  V 2 auftri t t  1, 

1 1 B 1 - -  B 2 B 3 - B,~ 
b) J2 = 5- ~ (kl - k4) 2 k~ - k~ k~ - k~ dkl dk4 (2) 

und 
B a - B 2 B3 -- B 4 

d~ = ~ ~ - -  7.2 d k  a d k  4 mit  k 2 -~ k 1 + n und k 3 = k 4 + n ,  (3) 
k 1 - -  k 2 k 2 _ k24. 

die beide im Beitrag fiir V 2 VE(a ) erscheinen, 

1 B2(B 1 - -  B3)  
C) ~ = ~ (kl - k2) 2 (k 2 - -  k2) 2 dkl dk2 mit  k 3 = k 1 + n (4) 

1 Die Bedeutung dieser Bezeichnungen finder m a n  in Teil I. 
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aus dem Ausdruck  2 ftir V z VE(b) und 

B1 B2 
d) J 4 =  ~- (k~  2 2 2 + - k l ) ( k 3 - k , )  ( k ~ - k 2 ) ( k ~ - k  2) + 
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B3 1 dk 
(k~ 2 - k 2) (k 2 - k~)] 

(5) 
m i t k  l = k ,  k 2 = k + n  1 und k 3 = k + n  2 

im Beitrag ftir V 3. 
Dabe i  ist n (bzw. ni) immer  Gi t t e rvek to r  im rez iproken Git ter  und  die Inte-  

gra t ionsgrenzen sind durch die 

{10 fiir [k i [< l  
Bi = ffir Ik~l > 1 

gegeben. Die Fak to r en  1/2 in (1) und  (2) wurden  aus Bequemlichkei t  gew~ihlt. 

2. Die  Integrale ~r und J~  

Explizit geschrieben lautet  das Integral  J1  

dkl 
1 d k  1 1 l k~ - (k I + n) 2 " 

Jl(r t )  = 2-  IkllNll k 2 - (k 1 -}- n) 2 2 [kl +hi < 1  

[kl +hi > 1 Ikll> 1 

Substi tuiert  m a n  im zweiten T e r m  k ~  - k -  n, so erkennt  man,  dab beide Te rme  
bis auf  das Vorzeichen gleich sind, und erh~ilt 

dk 
J l  = ~. k z - (k + n) 2 " Ik l<l  

Ik+nl> 1 

Der  Wer t  dieses Integrals  ist unabh~ingig yon der Richtung des Vektors  n. 
M a n  legt deshalb  das Koord ina t ensys t em a m  einfachsten so, dab  n in Richtung 
der negat iven z-Achse weist. Die K o m p o n e n t e n  von k seien x, y und z und die 
yon n, 0, 0, - a ( a - -  Inl>0). Der  In tegrand  lautet  dann  

1 1 

a 2 z - a  

und der In tegra t ionsbere ich  umfaBt wegen ]k[ < 1 das Innere  der Einheitskugel. 
Ist a < 2, so muB daraus  noch  wegen ]k + nl > 1 das Innere  einer Kugel  mit  Radius  1, 
deren Mi t te lpunkt  u m  a in Richtung der posi t iven z-Achse verschoben ist, heraus-  
geschnit ten werden (Fig. 1). 

Der  Obe rgang  zu Zy l inderkoord ina ten  und In tegra t ion  tiber q5 liefert, mi t  
u = r 2 als neuer  In tegra t ionsvar iablen ,  

j ~ = _ ~  ~ dudz 
2 z - a  

2 Aus Grtinden der Zweckm~igigkeit wurde die Benennung der Integrationsvariablen k 1 und k 2 
gegentiber G1. (37) von Teil I vertauscht. 
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Fig. 1. In t eg ra t ionsbe re i ch  fiir y = 0 von J l  bei a < 2 

Die In tegra t ion  fiber u geht im Fall  von  a > 2 von 0 bis 1 - z 2 .  I m  Fall  yon a < 2 
gilt dies nur  ffir z < a - 1, w~ihrend ffir z > a - 1 die untere Grenze  1 - (z - a) 2 ist. 
Die In tegra t ion  fiber u ergibt  im Fall  a > 2 

und im Fall  a < 2 

rc +i 1 - z 2 
- -  ] - -  d z  
a - 1  2 z - - a  

a -  1 1 - -  Z 2 a/2 

- - d z - ~  ~ d z .  
a 5 2 z - a  

- i  a - i  

Das  Resul ta t  der Q u a d r a t u r  hat  in beiden F~illen die gleiche Form,  niimlich 

rc (4 a2 12-a[ ) 
J l ( a ) = ~  a - - ~ - - l n  2 + a  a . (6) 

Das  Integral  ~ l~igt sich leicht auf  J ,  zuriickfiihren. Es gilt 

B1 _ B2 }2 
J ; ( n ) =  I ~ - - , - - 5  d k ,  = 4 J ~ ( n )  ( k 2 = k l + n ) .  

k 1 - k 2 
(7) 

3. Die Integrale J2 und J a  

Der  LSsungsweg ist im Prinzip fiir beide Integrale  der gleiche, so dab  sic 
gemeinsam behandel t  werden sollen. J 2  ffihrt auf  k-Integrale  der F o r m  

1 1 1 f, +_ d k l  d k  4 . 
( h - k ~ )  ~ k~-(k~ +n) ~ k~-(k~ +n) ~ 
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Der  In teg ra t ionsbere ich  bes teht  aus vier Z o n e n :  
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Zone ]kll Ikl + nl [k41 Ik4 + nl Vorzeichen des 
Integranden 

(1) < 1 > 1 < 1 > 1 positiv 
(2) > 1 < 1 > 1 < 1 positiv 
(3) < 1 > 1 > 1 < 1 negativ 
(4) > 1 < 1 < 1 > 1 negativ 

F t ih r t  m a n  in dem In tegra l  fiber die Zone  (2) die T rans fo rma t ion  k~ ~ - k a  - n ,  
k 4 ~ -  k 4 - n  durch,  so wird  es gleich dem fiber (1). T rans fo rmie r t  m a n  wei ter  
in (3) mi t  k 4--, - k 4 - n und  in (4) mi t  k 1 ~ - k I - n, so ergeben sich ebenfal ls  zwei 
gleiche Ausdr i icke.  Insgesamt  wird  

J2(a) (8) 
[ 1  1 ] dki dk 4 

"~- I (k 1 __~ k4)2 -~ [ktl, [k4l=< 1 (kl + k4 -t- n) 2 [kl 2 - ( k  1 -l-n) 2] [kZ-(k4q-rt) 2] 
[kl +n[, [k4+n l> 1 

Das  In tegra l  ~r ist yon  der  F o r m  

1 dk i dk 2 
---~ f (kl - -  k2) 2 [ k2 - (kl -~- ~)232 

mit  den Grenzen  [kll __< 1, Ikl + n[ > 1 bei pos i t ivem Vorze ichen  des In t eg randen  
und  [kl] > 1, [k 1 + nl < 1 bei nega t ivem Vorzeichen.  Ffir  k 2 gilt in be iden  F~illen 
Ik2[ < 1. Das  In tegra l  fiber den zweiten Bereich k a n n  durch  k 1 ~ - k~ - n in eines 
t iber den  ersten Bereich t r ans fo rmie r t  werden;  insgesamt  ergibt  sich 

1 1 1 clkl dk2 
J -3 (a )=  ~ . ( k l _ k 2 ) 2  (k l_~k2_l_n)  2 [k2_(ki+n)2] z . (9) Iklt,lk21__ < 1 

]kl+n]> 1 

Wie  bei der  Berechnung yon  J l  k a n n  m a n  das  K o o r d i n a t e n s y s t e m  so wiihlen, 
dab  n in die negat ive  z -Richtung  weist. Die  K o m p o n e n t e n  des Vektors  k I seien 
x 1, yl ,  Zx, die yon  k 2 bzw k ,  x2, Y2, z2 und  die von n wie zuvor.  D a  beide  In tegra le  
ro t a t i ons symmet r i s ch  sind, geht m a n  auch bier  zweckmiiBigerweise zu Zyl inder -  
k o o r d i n a t e n  tiber. Die  rechten Seiten in G1. (8) und (9) nehmen  dann  die F o r m  

2~ 2= dqSi d4~2 
5 fg(zl,z2)dr,'dz2 Y Y 

r2 q- r2 -T- 2rl r2 cos(4) l - ~O2) + f (zl, z2) rl r2 0 o 
Zl z2 

an und ergeben nach  Ausf i ihrung der  q51, ~b2-Integration 

47C 2 ~(Z1, Z2) f f dr I dz 2 . 
+ + I(z , z2)l 2-44r  

zl Z2 
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M a n  t ransformier t  nun  wieder x = rf  und y = r 2 und erh~ilt 
a) ffir das Integral  ~r 

n 2 ~ ~ { 1 
J 2 ( a ) =  dzl dz2 

1 
"! ! [ [//[x + y + (z 1 z2)2] z - 4 x y  + 

und 

b) ftir J 3  

TC 2 
{ 1 dzl dz2 

J 3 ( a ) =  a 2 - ! ,  z ~ z _ ( 2 z l - - a )  2 

1 

a ] d x c l y }  
] / / Ix + y + (z a + z2 - a)2] z - 4xy  

1 } xdy} 
] / / / ~  "~- y + (Z 1 -~- Z 2 - -  a)2] 2 - 4xy 

Der  In tegra t ionsbere ich  ffir k 1 ist der gleiche wie far  k in J l .  Dasselbe gilt ftir 
k 4 in J2 ,  w~ihrend er fiir k2 in ~r einfach das Innere  der Einheitskugel ist. Die 
obere  In tegra t ionsgrenze  ffir x ist dann  1 - z ~  und die ffir y 1 - z 2  2. Die unteren 
Grenzen  h~ingen in der  gleichen Weise wie diejenigen ftir u bei J l  v o m  Wert  des 
betreffenden z i und  von a ab. Eine A u s n a h m e  gilt ffir y in J 3  : hier ist die untere 
Grenze  stets Null. 

Zu  15sen ist nun  als n~chstes das Integral  tiber die Var iablen x und y 

1 --z~ 1 - ~  dx  dy 

~ V [ x  + y + f ( z  D z2)] 2 - -  4xy x=Gl(zl) y=Gz(z2) 

wobei  G~ je nachdem 0 oder  1 - (z i - a) 2 ist. Das  Resul ta t  ist 

(1 - qz) In 

+ (1 --  z 2) In 

f ( z1 ,  Z2) q- Z 2 -- Z 2 q- W( l  -- Z12, 1 - z2 z) 

f ( z l ,  z2) q- G2(z2) - -  1 + z~ § W(1 - Zl z, G2(z2)) 

f ( z i ,  z2) -- z2a + z~ + W(1 -- z 2, 1 -- z~) 

f(z~, z2) + GI(Z1) -  1 + z 2 + W(Ga(z O, 1 - z 2) 

"3[- GI(Z1)  In  
f (z l ,  z2) + Gz(z2) - GI (Zl) q- W(G1, G2) 

f (z1,  Z2) "+" 1 - zz z - Gl(Z1) -~- W(G1, i - z 2) 

wobei  

-1- G2(Z2) In 
f (z~, z2) - G2(z2) + G~ (z~) + W(G~, G2) 

f ( Z l ,  Z2) "-[- 1 - -  Z 2 - -  G2(z2)  q- W(1 - z21, G2) 

+ 1 [W(1 - z  2, 1 - z  2) - W(G,(zO, 1 - z  2) - W(1 - z  2, G:(z:)) 

+ w ( c ~ ( z 0 ,  G : ( z : ) ) ] ,  

W(A, B) = ~ z2) + 2f(za, z2). (A + B) + (A - B) 2 . 
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~72-J3 ~ 
(a .E)  
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1,0- 

Fig. 2. Ergebnisse der Rechnung fiir J2  - J3  

I m 
8 n  

Die Integrationen fiber die Variablen z 1 und z 2 sind nur noch numerisch 
durchzuftihren. Sie sind sehr umsdindlich, weil der Integrand fiir bestimmte Kur- 
ven in dem zweidimensionalen Integrationsbereich logarithmische Unstetigkeiten 
aufweist und nicht ohne weiteres die Anwendung eines numerischen Verfahrens 
zul~ifSt. Man mug vielmehr zun~ichst geeignete logarithmische Terme abspalten, 
diese dann analytisch integrieren und das Resultat nach der numerischen Integra- 
tion des Restes wieder addieren. Dabei werden eine Reihe yon langwierigen 
Grenztiberg~ingen n6tig. Die Einzelheiten sind aber in diesem Zusammenhang 
ohne Interesse und k6nnen deshalb hier tibergangen werden. 

In der Summe der Beitr~ige fiir die beiden V 2 Ve-Graphen tritt n u r  o~ 2 -o-6f 3 

auf. Ftir alle weiteren Zwecke ist daher lediglich die Kenntnis dieser Differenz 
notwendig. Sie h~ingt von nur einer Gr6Be, n/imlich a =- ]hi ab und kann deshalb 
ein fiir alle Mal berechnet werden. Das Resultat der numerischen Rechnung ist 
in Fig. 2 enthalten 3. 

4. Das Integral J4 

Hier existieren acht Integrationsbereiche, je nachdem, ob der Betrag von kl, 
k2, k 3 gr6ger oder kleiner als 1 ist. Da der Integrand Null wird, wenn alle drei k i 
gleichzeitig gr6Ber oder kleiner als 1 sind, verbleiben nur sechs Zonen. 

Fiir den Fall ]kxl < 1 und Ik21, [k31 > 1 ist nur der erste Summand in G1. (5) 
yon Null verschieden und es tritt somit das Integral 

dk 
J5  (n1' n2) -- ~ [k  2 - (k 4- nl)  23 [k  2 - (k 4- n2) 23 

[k]<l 
Ik+nd > l 

3 Es wurde das Integrations-Verfahren von Bulirsch und Stoer [-2] angewendet, das nur  wenig 
Stiitzstellen beniStigt und sehr schnell konvergiert. 
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auf. Ffir die beiden F/ille - nur  [k21 bzw. ]k3l =< 1 - ftihrt die T rans fo rma t ion  
k---, k - n  I bzw. k ~ k -  nz auf  

J 5  (n2 -- nl, -- n~) bzw. --r ( -  n2, nl - n2). 

Ftir den Fall  Ik2[ > 1, [kl[, [k3l ~ 1 bleiben im In tegranden  von J 4  nur  der erste 
und dritte Te rm stehen; sie k6nnen  noch  zu 

1 
+ 

[k 2 - (k + nl) 2] [(k + / / 2 )  2 - (k q-//1) 2-] 

zusammengefal3t  werden. Das  zugeh6rige Integral  lautet  nach  dem Ubergang  
k--* k - n 2 / 2  

J6(nl, n2) 
d k  

Die zwei noch  fehlenden F~ille - j e w e i l s  nur  [kl[ bzw. [k3[ > 1 - lassen sich auf  
die gleiche Weise wie bei J 5  in 

3"6( -  n2, nl  - n2) bzw. J6(n2 -- / /1,  - - / /1)  

t ransformieren.  D a m i t  wird 

34(nl ,  n2) = J 5  (nl, n2) + J 5  (n2 - nl, - na) + J 5  ( -  n2, nl - nz) 

- J6(n l ,  nz) - J6(n2 - nl, - nl) - J~6(-/ ' /2 '  / / 1  - -  //2)" 

Der  Beitrag des G r a p h e n  V 3 [vgl. G1. (32) in I]  ist 

64 1 1 1 
27m2~4kF ~ S ( - n l ) S ( n l - n 2 ) S ( n 2 )  n~ n 2 ( n a - n 2 )  2 J4 (n l ' n2 ) "  (10) 

n l , n 2  

M a n  k a n n  nun dutch  cyclische Ver tauschung  der Gr613en - nl, n 1 - r/z, n 2 zeigen, 
dab  die drei J s - T e r m e  in J 4  jeweils den gleichen Beitrag liefern. D a  ftir die 
~r dasselbe gilt, 1/il3t sich J 4  in G1. (10) durch  

3(~5 -- J6 )  

ersetzen. 
Zur  Berechnung von J 5  und ~6 legt m a n  das Koord ina t ensys t em a m  besten 

so, dab  n 2 in Richtung der negat iven z-Achse weist und n l in der xz -Ebene  liegt. 
Diese Vektoren  sind dann  durch folgende Pa rame te r  g ~ n :  n 1 durch - b ,  0, 
- c und n 2 durch 0, 0, - a. Mit  der AbkiJrzung m = Vb  2 -]- 82 gilt 

1 d x d y d z  

~r b, c) = a ~ (2z - a) ( 2 b x  + 2 c z  - m z) " 
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Fig. 3. Beispiel ffir den Integrationsbereich yon J5 bei a, m < 2 (Schnitt in der xz-Ebene) 

T 
;z 

t 
(1 - ~ / 2 ) - - - ~  . . . .  . [,: 

/ \  

Fig. 4. Beispiel ftir den Integrationsbereich von J6 (Schnitt in der xz-Ebene) 

Der Integrationsbereich ist das Volumen innerhalb der Einheitskugel um den 
Nullpunkt (A in Fig. 3), aber augerhalb der Einheitskugeln um die Punkte 0, 0, a 
und b, 0, c (B und C in Fig. 3). 

Ffir J6 gilt 

dx  dy dz 

J6(a, b, c) = ~ (2bx + 2cz - m 2 + ae) [2bx + 2(c - a) z - m 2 + ac] 

1 (  1 1 ) d x d y d z .  
= - ~ z a z  2 b x + 2 c z - m 2 + a c  - 2 b x + 2 ( c - a ) z - m 2 + a c  

Hier erstreckt sich die Integration fiber den Bereich, der innerhalb der beiden 
Einheitskugeln urn 0, 0, + a/2, aber aul3erhalb der Einheitskugel um b, O, c - a/2 
liegt (vgl. Fig. 4). J6 ist deshalb Null ffir alle a > 2. 

Der Integrand selbst ist in beiden F~illen von y unabh~ingig und die Integra- 
tion liefert nur die Differenz der Grenzen, die je nach der Zone, in der z liegt, zu 
w~ihlen sind, n~imlich Kreise um den Mittelpunkt 0, 0 oder 0, b. Die Integration 
fiber z ist nut in den Bereichen yon z, in denen der Integrationsbereich rotations- 
symmetrisch bezfiglich der z-Achse ist, analytisch miSglich, anderenfalls muB auch 
hier auf numerische Verfahren zuriickgegriffen werden. 
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J5  und J6  h~ingen im Gegensatz zu den friiheren Integralen yon drei Parame- 
tern ab. Eine Tabellierung kam deshalb bier nicht in Frage, sondern die Berech- 
nung erfolgte einzeln. Dies ist mSglich, da nur tiber maximal e ine  Variable 
numerisch zu integrieren ist. 

5. Zusammenstellung dcr Terme 

Die in der St6rreihe ftir E/(~2/a)  eingehenden Terme sind im ersten Tell [1] 
abgeleitet worden und sollen nun nochmals der Ubersichtlichkeit halber zusam- 
mengestellt werden. Bez(igtich der Bedeutung der einzelnen Symbole wird auf die 
entsprechenden Gleichungen hingewiesen. 

a) Die Energie pro Elementarzelle ist in nullter und erster N~herung 

3m k2 + 1 
10 2 ~i Z i  

[G1. (I. 10, 11, 27)]. 

Z i, m ~ du ' ,  

2 ]r i - - r i , j ,  [ a ]~--rT i',j" 
i g: i', wenn j' 

die Basiszelle ist 

b) In zweiter Niiherung tritt hinzu 

8 1 
+ 3tort 3 ~ S ( n ) S ( - n ) ~ -  J r ( n ) +  V 2 

n 

[G1. (I. 29)]. 
c) Die dritte Niiherung ist 

3 m  k F 

47~ 
(11) 

(12) 

64 1 
9 m 2  ~4 k F ~ S ( -  n l )  S ( n l  - n2) S(n2)  n2 n2(n  1 _ n2)2 [Js(nl ,  n2 ) -  J6(nl,/'/2)] 

n! n2 
(13) 

- - -3mrcSk - -  ~ ~ -  ~ -2 (F / ) - -  J 3 ( / ' / )  - [~Nl(n,)]2 -~- VE 3 . 

[-Gln. (I. 32, 34, 37)]. Die Terme V 2 und VE 3 lassen sich der Literatur entnehmen 
[3, 41. 

Es bleibt schliel31ich die Frage, ob die Summen tiber die Gittervektoren endlich 
bleiben. 

a) G1. (12). 
Die n-Summe im Diagramm V 2 enth~ilt den Faktor n - 4  und das Integral J l ,  

das sich ffir groBe In I wie 1 /n  2 verh/ilt. Die Zahl der Gittervektoren in einer Kugel- 
schale w~ichst wie deren Oberfl~iche, d. h. mit n 2. Der Beitrag einer solchen Kugel- 
schale verhiilt sich also wie n 2- n-4.  n-2 = H - 4  Derartige Summen bleiben endlich. 

b) G1. (13) 2. Term. 
Der Faktor ist n -4 und die Integrale J 2  bzw. J3  verhalten sich ebenfalls wie 

n -4, so dab die Beitr/ige von Kugelschalen wie n - 6  gehen und endlich bleiben. 
c) G1. (13) 1. Term. 
Hier tritt der Faktor n~- 2 n2 2(nt - n2)- 2 auf und die Integrale J 4  verhalten sich 

fiir grol3e [nlT und ln2t wie n~-2 nz 2. Fiir die Doppelsumme gilt, dab der Beitrag 
einer ,,neuen" Kugelschale n 1 = n + A,  n2 = n + A sich wie n - s . n 5.  n - z = n - s 
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verh~ilt und dami t  ebenfal ls  endl ich  ble ib t  (n-8 r i ihr t  von den F a k t o r e n  n 12 n2 2 
im Vor fak to r  und in J 4  her, n 5 ist die Zah l  der  , ,neuen" P u n k t p a a r e  und  n -2  
k o m m t  aus dem F a k t o r  1~(ha -n2) -2,  der  bewirkt ,  dab  die meis ten  der  Punk t -  
paa re  nur  einen verschwindenden  Bei t rag liefern). 

D a m i t  s ind die G r u n d l a g e n  fiir P robe rechnungen  geschaffen. Die  Ergebnisse  
solcher  Rechnungen  ftir die e infachsten Sys teme werden  gesonder t  mi tgete i l t  
werden.  

Die numerischen Integrationen wurden im Deutschen Rechenzentrum, Darmstadt, durchgefiihrt. 
Ich m/Schte diesem Institut fiir die M6glichkeit hierzu danken. Die notwendigen finanziellen Mittel 
stellte der Sonderforschungsbereich ,,Theoretische Chemie" zur Verfiigung. 
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